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و مشتق توابعخط مماس بر منحني ها

.قبلا با مفهوم خط مماس بر يك دايره آشنا شده ايم

 برقرارويژگي هاي زير دو بر دايره اي مماس باشد كافي است يكي از در نقطه اي براي آن كه خطي

.باشد

در) الف و فقط و دايره فقط .نقطه برخورد داشته باشندآن خط

در)ب و دايره و كل دايره در يك طرف خط قرار بگيردآنخط . نقطه برخورد داشته باشند

 ها مي توان براي به دست آوردن خط مماس بر منحني هاي ديگر هم استفاده كرد؟ آيا از اين ويژگي

و در هر مورد ، منحنيبادر نقطه تقاطع كه آيا خط داده شده حدس بزنيدبه شكلهاي زير توجه كنيد

دويا نه، مي شود محسوببر آن منحني مماس .دويژگي بالا را دارو كدام يك از

كه نشان مي دهد اما اين تجربه. ممكن است حدسهايي درست يا نادرست زده باشيد بالا در تجربه

 فرق دايرهبرخطيك بودن با شرايط مماسدلخواه شرايط مماس بودن يك خط بر يك منحني 

)ج( د(

)الف( )ب(

حل يك مسئله

چگونه خط مماس بر يك منحني را به دست آوريم؟
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ب و لزومي ندارد براي يك منحني دلخواه شرايط مماس ودن مي كند، زيرا دايره منحني خاصي است

به دست خط مماس بر دايره را به شكل ديگري بايد مفهوم.خط بر منحني مانند حالت دايره باشد

. باشدلآوريم كه براي يك منحني دلخواه هم قابل قبو

در نظرBنقطه ديگري روي دايره مانند. را روي دايره زير به طور ثابت در نظر بگيريدAنقطه.1

و خط  خط. نزديك مي كنيمA را روي دايره به نقطهBنقطه. را رسم مي كنيمABبگيريد

ABبه چه خطي نزديك مي شود؟ 

ز.2 نقطه ديگري روي منحني. به طور ثابت در نظر بگيريدAير، نقطه اي ماننددر منحني دلخواه

و خطBمانند A را روي منحني به نقطهBنقطه. را رسم مي كنيمABدر نظر بگيريد

 به چه خطي نزديك مي شود؟ABخط. مي كنيمنزديك

 نقطهيدباAبر يك منحني در نقطه اي مانندخط مماس براي يافتن فعاليت بالا نشان مي دهد كه

و با رسم خطA روي منحني در نزديكيBاي مانند  را بهBنقطه،AB در نظر بگيريم

و ببينيم كه آيا اين خطها به خط خاصي نزديك مي شوندAنقطه يك اين عمل دقيقا. نزديك كنيم

. استعمل حدگيري 

خطيك نقطه نقطه، بر يك منحني در يك از خط مماس خط( مشخص استاز  همان نقطه اي كه

A

B
d

A
B

d

فعاليت
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را). در آن نقطه بر منحني مماس مي شود ، پس براي مشخص كردن اين خط، كافي است شيب آن

يكو شيب مشخص كنيم . به دست مي آيد عمل حدگيري با

)(2روي نمودار تابع xxf ),( نقطه ثابت= 2aaAبراي يك عدد حقيقي. در نظر بگيريد را 

و ناصفر ),)((نقطه) مثبت يا منفي(hكوچك 2hahaB A را روي نمودار تابع در نزديكي++

.در نظر بگيريد

خط.1 كABشيب از را حساب كنيد . استhه تابعي

 به چه نقطه اي نزديك مي شود؟B به صفر نقطهhبا نزديك شدن.2

خط به صفرhبا نزديك شدن.3  به چه مقداري نزديك مي شود؟ABشيب

ب.4 )(2ر نمودار تابع شيب خط مماس xxf ),( در نقطه= 2aaAچقدر است؟ 

وxf)(تابع دلخواه. محاسبات فعاليت بالا را در مورد هر تابع ديگري هم مي توانيم انجام دهيم

),)((نقطه ثابت afaAو. را روي نمودار آن در نظر مي گيريم  براي يك عدد حقيقي كوچك

),)(( نقطه) مثبت يا منفي(h ناصفر hafhaB  نظر درA را روي نمودار تابع در نزديكي++

.مي گيريم

a

)( haf +

)(af

ha +

A

B

)()( afhaf −+

h

a

2)( ha +

2a

ha +

A

B

←

↓

اليتفع
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با برابرABشكل بالا نشان مي دهد كه شيب خط  است
h

afhaf )()( −+.

كسر به عدد خاصي نزديك شود، اين عدد همان شيب خط اين به صفرhاگر با نزديك شدن

),)(( در نقطهfمماس بر نمودار تابع afaAخواهد بود به عبارت ديگر :

h
afhaf

h
)()(lim

0
−+=

→
 يب خط مماسش

و باa درf تابعمشتق) در صورت وجود(مقدار بالا را af)( مي نامند . نشان مي دهند′

)(3 مشتق تابع: مثال xxf و به كمك آن معادله خط حساب مي كنيمaرا در نقطه دلخواه=

.به دست مي آوريمA)1,1( را در نقطهتابعمماس بر نمودار

222
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322
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33

00

3)33(33

)()()(
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afhaf
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hh
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=++=
++=

−+
=

−+
=′

→→

→→

)1(3از آنجا كه =′f1,1(، شيب خط مماس بر نمودر اين تابع در نقطه(Aو3 برابر  مي باشد

ازمعادله خط مماس عبارت 31)1(: است −=− xy.

 مشتق تابع: مثال
x

xf 1)( و به كمك آن معادله خطa≠0را در نقطه دلخواه= حساب مي كنيم

( را در نقطهتابعمماس بر نمودار 
2
1,2(Aبه دست مي آوريم.

200
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 تعريف شده است، درaبعي باشد كه در يك همسايگي نقطه تاfاگر

a درf تابع مشتق،)در صورت وجود(اين صورت حد زير را

و با af)(مي نامند . نشان مي دهند′

h
afhaf

af
h

)()(
)( lim

0

−+
=′

→

م . مشتق پذير نيستa درfوجود نباشد، گوييماگر حد بالا
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ك ه از آنجا
4
1)2( −=′fشيب خط مماس بر نمودر اين تابع در نقطه ،)

2
1,2(Aبرابر 

4
 مي باشد−1

)2(:و معادله خط مماس عبارت است از
4
1

2
1

−
−=− xy.

),)((زديك نقطهنB نقطه گاهي مناسبتر استبراي محاسبه مشتق يك تابع afaAرا به صورت 

))(,( xfxBدر نظر بگيريم .

 برابر است باABدر اين حالت شيب خط
ax
afxf

−
−  حد بايدa درfو براي محاسبه مشتق)()(

axاين كسر را در  بيابيم، يعني=

ax
afxfaf

ax −
−=′

→

)()(lim)(

xxy مشتق تابع:مثال .حساب مي كنيمa<0 در نقطه را)(=

aaxaxax
ax

axax
axax

ax
axay

axax

axax

2
11lim

))((
lim

))((
))((limlim)(

=
+

=
+−

−=

+−
+−=

−
−=′

→→

→→

)(2اگر:مثال xxf xxfبه صورتتق آن آنگاه تابع مش= 2)( .است′=

دامنه تابع مشتق فقط از در اين صورت، نيستندنقاط دامنه خود مشتق پذير همه در وابعتبرخي

.نقاطي تشكيل مي شود كه تابع در آن نقاط مشتق پذير باشد

a

)(xf

)(af

x

A

B

)()( afxf −

ax −

كه در همه نقاط دامنه خود مشتق پذيرند را توابعيfتوابعي مانند

fمشتق)fاز دامنه( تابعي كه به هر نقطه. مشتق پذير مي نامند

و با fرا نظير مي سازد تابع مشتق مي نامند . نشان مي دهند′
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xxyتابع:مثال )بازه همه نقاط در)(= و تابع مشتق آن0,∞(  مشتق پذير است

x
xy

2
1)( . است′=

و مشتقمشتق xxf تابعپذيري و تابع مشتق آن را به دست را در)(= همه نقاط بررسي كنيد

.آوريد

 حساب)در صورت وجود(زير را كسر بايد حدaبراي محاسبه مشتق يك تابع در نقطه اي مانند

.كنيم

ax
afxf

ax −
−

→

)()(lim 

و راست آن موجود باشند .در برخي موارد ممكن است حد بالا موجود نباشد ولي حدهاي چپ

. تابع زير را در نظر بگيريد

),)((نقطهو،A)3,0(نقطه.1 xfxBراست را سمتAحدديريبگ در نظر خطو شيب

ABرا وقتي Bبه Aد نزديك مي شود حساب كني.

A

B
x

←





<++−
≤+−−

=
xx

xx
xy

04)1(
04)1(

)( 2

2

A

تمرين در كلاس

فعاليت
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خطنظر درAرا سمت چپBنقطه.2 و حد شيب  نزديك ميA بهB را وقتيAB بگيريد

. شود حساب كنيد

در.3 و شيب آنها مي گذرندAمشتقپذير است؟ خطهايي كه از نقطهx=0آيا اين تابع

اعدادي است كه در بندهاي قبل به دست آورده ايد چه وضعيتي نسبت به نمودار تابع

 دارند؟

در معادل باaمشتق پذيري يك تابع در نقطه اي مانند و راست تابع  آن است كه مشتقهاي چپ

و با هم مساويند .آن نقطه موجود

ودار تابع نم: مثال




<+−
≤

=
xx

xx
xk

13
12

)( 2

2

آن. در زير رسم شده است و مشتق پذيري پيوستگي

. بررسي مي كنيمx=1در را

A

B

x→

تعريف شده باشد، حد راستaدر يك همسايگي راست نقطه اي مانندfاگر تابع

ax
afxf

−
− ax در)()( و با مي نامندaدرfمشتق راست) در صورت وجود(را=

)(af+′نشان مي دهند .

 تعريف شده باشد،aدر يك همسايگي چپ نقطه اي مانندfطور مشابه، اگر تابعبه

حد چپ
ax
afxf

−
− axدر)()( چپ) در صورت وجود(را=  مي نامندaدرfمشتق

. نشان مي دهند′−af)(و با
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زدشكل از روي در كه مي توان حدس براي بررسي درستي اين. بايد پيوسته باشدx=1تابع

را،سحد و راست تابع در از آنجا كه وضعيت. بررسي مي كنيمx=1در حد تابع  سمت چپ

1=xو راست تابع را در . جداگانه حساب مي كنيمx=1 متفاوت است حدهاي چپ

22lim)(lim

2313lim)(lim
2

11

2

11

==

=+−=+−=

−−

++

→→

→→

xxk

xxk

xx

xx

و برابرx=1 درxk)(حد تابعكه ديده مي شود  درxk)( است، پس تابعk)1( موجود است

1=xپيوسته است .

و راست،براي بررسي مشتق پذيري  از روي شكل مي توان حدس زد نمودار تابع در سمت چپ

و راست تابع بنابراين.و مماسهاي متفاوت دارد متفاوت استA)2,1(نقطه xk)(مشتقهاي چپ

.را جداگانه محاسبه مي كنيم

4)1(2lim
1

)1)(1(2lim
1

22lim
1

)1()(lim)1(
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1lim
1

23lim
1
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−
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−
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−
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x
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x
x
x

x
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x
kxkk

xxxx
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و راست تابع مx=1 درxk)(ديده مي شود كه مشتقهاي چپ . ساوي نيستند موجودند ولي

و خط مماس بر نمودار تابع در اين نقطه موجود بنابراين اين تابع در اين نقطه مشتق پذير نيست

و راست در اين نقطه موجودندخطهاي نيست، اگرچه  .مماس چپ

مشتق تابع.1
1
1)(

−
+=
x
xxgبر-1 را در نقطه و به كمك آن، معادله خط مماس  حساب كنيد

و دامنه آن را تعيين كنيدg تابع مشتق. بنويسيدA−)0,1(اين تابع را در نقطه نمودار . را بيابيد

در.2 و راست متفاوت داشتهx=2تابعي بسازيد كه و در اين نقطه مشتقهاي چپ  پيوسته باشد

.باشد

1

A

تمرين در كلاس
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را به صورتxg)( تابعb به ازاي عدد دلخواهي مانندوباشدتابعيxf)( فرض كنيد.3

)()( bxfxg . تعريف مي كنيم=−

 وجود داشتهa در نقطهgنشان دهيد كه اگر خط مماس بر نمودار تابعاز طريق نموداري) الف

ba در نقطهfنمودارباشد، آنگاه خط مماس بر و اين دو خط با هم موازيند− . موجود است

ba در نقطهf مشتق پذير باشد آنگاهaنقطه درgبا محاسبه جبري نشان دهيد كه اگر)ب −

و )()(مشتق پذير است bafag −′=′.

كه)ج xg)(مشتق پذير باشد، آنگاهدامنه خود در همه نقاطxf)(اگربا محاسبه جبري نشان دهيد

و براي هر مقدارمشتق پذيردامنه خود نيز در همه نقاط : داريم)gدر دامنه(x است

)()( bxfxg −′=′.

 مشتق تابع: مثال
bx

xy
+

= . را حساب مي كنيم)(1

گر قرار دهيما
x

xf 1)( )()( داريم= bxfxy  بنابراين=+

2)(
1)()(
bx

bxfxy
+

−=+′=′

bxxy مشتق تابع: مثال . را حساب مي كنيم)(=−

xxfگر قرار دهيما )()( داريم)(= bxfxy محاسبه نشان مي دهد.=−
x

xf
2

1)(  بنابراين′=

bx
bxfxy

−
=−′=′

2
1)()(

و پيوستگي چه فرقي با هم دارندشايد اين سوال براي شما مطرح شده باش آيا.د كه مشتق پذيري

 ست؟است؟ آيا هر تابع مشتق پذيري پيوستهاهر تابع پيوسته اي مشتق پذير 

يكدر مثال. پيوستگي به معناي مشتق پذيري نيست اي تابع ها ديديد كه ممكن است در نقطه

نآن نقطه ولي در پيوسته باشد . باشد مشتق پذير

در.ق پذيري يك تابع در يك نقطه مي توان پيوستگي آن تابع در آن نقطه را نتيجه گرفتاما از مشت

كه به معناي آن استa در نقطه اي مانندfفصل قبل ديديم كه پيوستگي يك تابع مانند

)()(lim afxf
ax

=
→

كه. lim))()((0اين تساوي معادل با آن است =−
→

afxf
ax

ما مي توانيم درستيو

. به دست آوريمa درfتساوي را از شرط مشتق پذيري اين
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00)()(lim)()(lim

)()()(lim))()((lim

=×′=−×
−
−=

−×
−
−=−

→→

→→

afax
ax
afxf

ax
ax
afxfafxf

axax

axax

.با اين استدلال مي توانيم قضيه زير را به دست آوريم

),)(( را در نقطه اي مانندf نمودار تابعي مانندdفرض كنيد خطي مانند afaAقطع كند .

A بر خط مماس بر نمودار تابع درd عمود است، هرگاهAگوييم اين خط بر نمودار تابع در نقطه

خط.عمود باشد  باشد، شرط عمود بودن معادل با آن است كهm برابرd اگر شيب
)(

1
af

m
′

−=.

 معادله خط قائم بر نمودار تابع:مثال
x

xf 1)( ( در نقطه كه=
2
1,2(Aين منحني را قطع مي كندا

.به دست مي آوريم

شيب اين خط
)2(

1
f ′

كه. است− 2از آنجا
1)(
x

xf  داريم′=−
4
1)2( −=′fپس شيب خط قائم ،

:از روي اين خط است، بنابراين معادله اين خط عبارت استAنقطه.4برابر است با

)2(4
2
1

−=− xy

. آنها تعيين كنيدي از دامنهaمشتق توابع زير را در يك نقطه دلخواه.1

cxf) الف )(53)ب)(= += xxg(4)ج( ttx =

)د
u
uuy
+

=
1

)ه)(
x

xk 1)( =

.بر نمودار توابع زير را در نقطه داده شده به دست آوريدو خط عمود معادله خط مماس.2

21) الف
1)(,1
x

xyx
+

1,)(24)ب== xxyx −=−=

1

A

d

.اگر تابعي در نقطه اي مشتق پذير باشد در آن نقطه پيوسته نيز خواهد بود

مسائل
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و.3 و حدس بزنيد اين توابع در چه نقاطي مشتق پذير نيستند  در نمودار توابع زير را رسم كنيد

و راست را در صورت وجود محاسبه كنيداين . نقاط مشتقهاي چپ

)(12) الف.4 += xxyب(




<+−
≤+

=
xx

xx
xy

01
01

)(
2

2

)(21)ج xxy )(1)د=− −+−= xxxy

xxyنمودار تابع.5 خط. را رسم كنيد)(= xyاگر ور=2 ا به موزات خود در صفحه بالا

پايين ببريم آيا جايي پيدا مي شود كه خط جا به جا شده بر نمودار اين تابع مماس شود؟ در

 اين اتفاق مي افتد؟كدام نقاط

bهي مانند به ازاي عدد دلخوا. باشدa تابعي مشتق پذير در نقطه اي مانندxf)(فرض كنيد.6

bxfxg را به صورتxg)(تابع += خط. تعريف مي كنيم)()( و وجود از طريق نموداري

وa نيز درg نشان دهيدa در نقطه به طولfمماس بر نمودار   مشتق پذير است

)()( afag و محاسبه نيز درستي اين تساوي را به دست آوريد.′=′ .از طريق حد گيري

)(1 از مبدا به نقاط مختلف نمودار تابع.7 2 += xxfآيا نقطه يا نقاطي يافت. خط رسم مي كنيم

ر اين تابع مماس شود؟ در كدام نقاط اين اتفاق مي افتد؟مي شوند كه خط رسم شده بر نمودا

.درستي محاسبات خود را با رسم نمودار اين تابع نشان دهيد

وxf)(فرض كنيد.8 و حد گيري نشانa تابعي مشتق پذير باشد  عددي حقيقي باشد، با محاسبه

)()(دهيد تابع axfxg و= )()( نيز مشتق پذير است axfaxg ′=′.

 روشهاي محاسبه مشتق توابع
و تمرينها صفحات قبل  براي مثال مشتق برخي.مشتق برخي از توابع را حساب كرده ايم در مثالها

.توابع خاص را در زير محاسبه مي كنيم

cxfاگر.1 از تابع ثابت باشد، مشتق آن)(= ،xدر هر نقطه صفر است، يعني براي هر مقداري

0)( =′ xf.
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nxxfاگر.2 )(1 به صورتx عددي طبيعي است، مشتق آن براي هر مقدارn كه)(= −=′ nnxxf

.است
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xxfاگر.3  داريمx براي هر مقدار مثبت)(=
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xxfمشتق دو تابع.1 )(2و)(= xxg مشتق تابع. مي شناسيدaد را در يك نقطه دلخواه مانن=

gf . حساب كنيدa را در همين نقطه+

)()(چه ارتباطي بين.2 agf af)(و+′ . مشاهده مي كنيد′ag)(و′

دو.3  تابع ديگري هم برقرار است؟آيا اين ارتباط براي هر

مي خواهيم بررسي كنيم كه آيا. مشتق پذير باشندa در نقطه اي مانندgوfفرض كنيد دو تابع

gfتابع . است مشتق پذيرa نيز در+
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gfمحاسبه بالا نشان مي دهد كه و مشتق آن مجموع مشتقهايa نيز در+ gوf مشتق پذير است

.بنابراين قضيه زير برقرار است. است

فعاليت

gf مشتق پذير باشند، تابعa در نقطه اي مانندgوfاگر دو تابع +

وaنيز در )()()()( مشتق پذير است agafagf ′+′=′+
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xxy مشتق تابع: مثال += . حساب مي كنيمx را در يك عدد مثبت3

x
xxxxx

2
13)()()( 233 +=′+′=′+

 مشتق تابع: مثال
x

xy 15 . حساب مي كنيمx را در يك عدد ناصفر=+

2
344

5 14)1()()1()1(
x

x
x

x
x

x
x

x
−=′+′=′+=′+

مشتق تابع.1
x
xxy د=− . حساب كنيدaر يك عدد مثبت را

وa تابع مشتق پذيري در نقطهfاگر.2  cf عدد دلخواهي باشد، با محاسبه نشان دهيد تابعc باشد

و مشتقaنيز نقطه )()()( پذير است afcacf ′=′.

gf مشتق پذير باشند، نشان دهيد تابعa در نقطه اي مانندgوfاگر دو تابع.3  مشتقa نيز در−

و )()()()(پذير است agafagf ′−′=′−.

 مشتق پذيرند، نشان دهيدa كه همگي در نقطه اي مانندkوgوfبراي سه تابع.4

kgf وa نيز در++ )()()()()( مشتق پذير است akagafakgf آيا اين تساوي.++′=′+′+′

 براي جمع تعداد بيشتري از توابع نيز درست است؟

gf مشتق پذير باشند، تابعa در نقطه اي مانندgوfديديم كه اگر دو تابع  پذير مشتقa نيز در+

و مشق آن چه خواهد بود؟ شايدa نيز درfgيك سوال مهم آن است كه آيا. است  مشتق پذير است

وaدرfgاولين حدس اين باشد كه )()()()( مشتق پذير است agafafg اي.′=′′ ن حدس اما نادرستي

xxgxfمثلا براي دو تابع. را در يك مثال مي توانيد مشاهده كنيد ==  نادرستي آن تساوي را)(1,)(

. كنيممحاسبهرا بهتر است مستقيما آنa درfgمشتق تابع براي يافتن.بررسي كنيد

تمرين در كلاس
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.ه نشان مي دهد كه قضيه زير برقرار استاين محاسب

.حساب مي كنيمx را در يك عدد مثبتxx3 مشتق تابع: مثال

x
xxxxxxxxx

2
13)()()( 32333 +=′+′=′

2 مشتق تابع: مثال
1
x

.يمحساب مي كنx ناصفررا در يك عدد

3222
21111)11()1(
xxxxxxxx
−=−×+×−=′×=′

 تابع نشان دهيددو تابع مشتق پذيري باشد، با استفاده از فرمول مشتق حاصلضربxf)(اگر.1

)()(2))(( 2 xfxfxf تر.′=′ : نشان دهيدn براي يك عدد طبيعي)با استقرا(در حالت كلي

)()())(( 1 xfxnfxf nn ′=′ −

و بتوانيم تابعxg)(وxf)(اگر.2  توابع مشتق پذيري باشند
)(
)()(
xg
xfxk  را تشكيل دهيم داريم=

)()()( xfxgxk  تابعي مشتق پذير است، با استفاده از فرمولxk)(با فرض آن كه مي دانيم.=

:ق حاصلضرب دو تابع نشان دهيدمشت

)(
)()()()()( 2 xg
xfxgxgxfxk

′−′
=′

مشتق تابع: مثال
1

)(
2

−
=
x
xxfم .حساب مي كنيمx≠1 دار دلخواهقرا در يك

 نيزfg مشتق پذير باشند، تابعaنند در نقطه اي ماgوfاگر دو تابع

وaدر )()()()()()( مشتق پذير است agafagafafg ′+′=′

تمرين در كلاس
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 مشتق تابعتابع: مثال
1
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x
xxfحساب مي كنيم را.
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.مشتق توابع زير را در يك نقطه دلخواه حساب كنيد.1

31)الف
4

4 −−=
x

xy1)(5()ب( 23 +−−−= xxxxy

)12)(34)(5()ج 2 ++−+= xxxxyد(
1

2
3 −

=
x

yه(
2+

=
x
xy

)(62طي از نمودار تابع نقا.2 3 −−= xxxyرا معين كنيد كه مماس بر منحني در اين نقاط موازي 

و سوم باشد  در چند نقطه اين اتفاق مي افتد؟. نيمساز ربع اول

)(1164نمودار تابع.3 2 ++−= xxxyبه كمك مشتق تابع معين كنيد در چه نقاطي. را رسم كنيد

در چند نقطه اين اتفاق مي افتد؟اين. ها استxبر منحني موازي محور مماس،از اين نمودار

 نقطه چه ويژگي خاصي دارد؟

2xyنمودار تابع.4 زاتاها نيست به موyاگر خط دلخواهي را كه موازي محور. را رسم كنيد=

و پايي ن ببريم آيا جايي پيدا مي شود كه خط جا به جا شده بر نمودار اين خود در صفحه بالا

و تابع مماس شود؟ در چند نقطه اين اتفاق مي افتد؟  جواب را از طريق هندسي حدس بزنيد

xxyهمين مسئله را براي تابع. حدس خود را با محاسبات جبري ثابت كنيد  تكرار)(=

.كنيد

2xy بيابيد كه از آن نقطه دو خط مماس بر سهمينقطه اي در صفحه.5 و اين=  بتوان رسم كرد

اين مسئله چند جواب دارد؟ مجموعه جوابهاي اين مسئله را ترسيم. خطها بر هم عمود باشند

.كنيد

kkبراي تابع.6 xxxf
1

)( xxf داريم== k  تابعي مشتق پذيرxf)(يم با فرض آن كه مي دان.)(=

)(111با محاسبه مشتق طرفين ثابت كنيد است،
−

=′ kx
k

xf.

مسائل
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rxxyتابع به كمك مسئله قبل نشان دهيد باشدي مثبتي عددي گوياrاگر.7  كه روي اعداد)(=

)(1و مشتق پذير است مثبت تعريف شده است، −=′ rrxxy.سپس درستي اين رابطه را براي 

.اعداد گوياي منفي هم به دست آوريد

43مشتق تابع.8 36 xxy . را حساب كنيد=−

 آهنگ تغييرات

tttxها طبق ضابطهxمتحركي روي محور −= د. حركت مي كند)(2  درtر لحظهيعني متحرك

. را تابع حركت متحرك مي نامندtx)(. قرار داردtx)(مكان

htو0tسرعت متوسط متحرك بين دو زمان. را به طور ثابت در نظر بگيريد0tلحظه.1 +0)h

و كوچك .را بنويسيد) عددي ناصفر

 به صفر مقدار بالا به چه عددي نزديك مي شود؟hبا نزديك كردن.2

 چه رابطه اي دارد؟tx)(عدد بالا با مشتق تابع.3

هر.4  چه رابطه اي دارد؟tx)(لحظه با مشتق تابع سرعت اين متحرك در

 حركت كند، سرعت متوسط آن بين دوtx)(اگر متحركي روي يك محور طبق تابع حركت

htو0tلحظه  برابر است با0+

h
txhtx )()( 00 −+

 به صفر، اگر كسر بالا به عددي نزديك شود، اين عدد همان سرعت لحظه ايhدنبا نزديك كر

در. است0tمتحرك در لحظه  است كه قبلا آنh=0از طرف ديگر، اين عدد همان حد كسر بالا

: بنابراين. ناميده ايم0t درtx)(را مشتق

0
)(tx

فعاليت

 تابع حركت متحركي روي محور باشد،tx)(اگر

.′tx)( برابر است باtرعت آن در هر لحظهس



 دومنسخه-پنجمفصل

١٨

و سپس: مثال اگر سيبي را در راستاي عمودي به بالا پرتاب كنيم، ابتدا رو به بالا حركت مي كند

tttyتابع حركت اين سيب مي تواند به شكل.به زمين باز مي گردد 105)( 2  را برt. باشد=−+

و . را بر حسب متر در نظر بگيريدty)( حسب ثانيه

و نشان مي دهدty)(نمودار و بين اين دو لحظه2كه سيب در لحظه هاي صفر  در زمين قراردارد

و پس از مدتي به زمين برگشته است  فاصلهty)(ار تابع دامنه اعتب. از زمين به طرف بالا رفته

[ . است، زيرا خارج از اين فاصله حركت سيب با اين تابع انجام نمي شود2,0[

)(1010 به صورتt در يك لحظه دلخواهty)(مشتق +−=′ ttyكه. است )0(10از آنجا =′y،

 كم مي شود تا در′ty)( مقدارtبا افزايش. متر بر ثانيه است10سرعت سيب در شروع حركت

اين همان لحظه اي است. يعني سيب در اين لحظه يك ايست آني دارد. صفر مي شودt=1لحظه

.ترين ارتفاع خود رسيده استكه سيب به بالا

 منفي مي شود كه به معناي آن است كه سيب رو به پايين در حال حركت′t<1،)(ty براي

كه. است )2(10از آنجا −=′yمتر بر ثانيه است10، سرعت سيب در موقع برخورد با زمين همان 

.رو به پايين استولي جهت حركت

)(1ها به صورتxتابع حركت متحركي روي محور.1 =txشيوه حركت متحرك را توصيف. است

 در هر لحظه چقدر است؟tx)(سرعت حركت متحرك در هر لحظه چقدر است؟ مشتق. كنيد

)(12ها به صورتxتابع حركت متحركي روي محور.2 += ttxرا. است شيوه حركت متحرك

در هر لحظه چقدرtx)(سرعت حركت متحرك در هر لحظه چقدر است؟ مشتق. توصيف كنيد

 است؟

]ها در فاصله زمانيxتابع حركت متحركي روي محور.3 )(14 به صورت4,0[ 2 ++−= tttx

ttty 105)( 2 +−=

y

t
2

y

1

تمرين در كلاس
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با استفاده از مشتق گيري تعيين. با رسم نمودار اين تابع، شيوه حركت متحرك را توصيف كنيد. است

 متحرك حداكثر چقدر از مبدا فاصله مي گيرد؟ سرعت. كنيد سرعت متحرك در هر لحظه چقدر است

 مبدا را دارد چقدر است؟ متحرك در نقطه اي كه حداكثر فاصله از

و واحد مكان را متر در نظر بگيريد. استtx)(تابع حركت، متحركي.4 .واحد زمان را ثانيه

چگونگي حركت اين متحرك را از لحاظ مدت زمان. در شكل زير داده شده استtx)(نمودار

و مكانهاييحركت 

و سرعت . آن توصيف كنيد كه رفته است

و در چه نقطه اي حركت پايان يافته است؟)الف  از چه نقطه اي حركت شروع شده است

؟و جهت حركت تغيير كرده استدر چه نقاطي سرعت صفر شده است)ب

و در چه زمانهايي رد شده است؟)ج  چندبار از مبدا رد شده است

و اين فاصله چقدر بوده است؟حداكثر فاصله آن از مبدا در چه زماني رخ داد)د ه است

اگر سيبي را در راستاي عمودي به بالا پرتاب كنيم، ابتدا رو به بالا در يكي از مثالها ديديم كه

و سپس به زمين باز مي گردد  تابع حركت اين سيب را به صورت.حركت مي كند

ttty 105)( 2 كه در نظر گر=−+ وtفته بوديم . را بر حسب متر بوده استty)( را بر حسب ثانيه

y

ttty 105)( 2 +−=

y

t
21

0
)(tx

x

t
5

321

5/1

3

5/1−
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 در دو لحظه.1
2
1

1 =tو
2
3

2 =tسيب در چه ارتفاعي از سطح زمين قرار دارد؟ 

اي.2 چرا علامت سرعت در اين دو لحظه.ن دو لحظه حساب كنيدسرعت سيب را در

 متفاوت است؟
 علامت سرعت با افزايش يا كاهش ارتفاع سيب چه رابطه اي دارد؟.3
و اندازه سرعت درt=1اندازه سرعت در لحظه.4 و صفر است از بقيه لحظات كمتر است

و  دازه سرعت با چگونگي افزايش يا كاهشان. از بقيه لحظات بيشتر است2لحظات صفر

 ارتفاع سيب چه رابطه اي دارد؟

)(24در زير نمودار تابع xxy .و چند خط مماس بر آن رسم شده است=−

xxyمشتق اين تابع به صورت 2)( مشتق تابع، مثبت است كه يعني شيب هاي منفيxدر. است′=−

و. خط مماس مثبت است اين نكته نشان دهنده آن است كه در اين نقاط، تابع در حال افزايش است

ك. صعودي است م مي شود كه به البته هر چه به نقطه به طول صفر نزديك مي شويم اندازه مشتق

هاي مثبت مشتق تابع، منفي است كهxدر. افزايش يا صعود تابع كم مي شودمعناي آن است كه ميزان

اين نكته نشان دهنده آن است كه در اين نقاط، تابع در حال. يعني شيب خط مماس منفي است

و نزولي است  بزرگتري انتخاب كنيم مشتق تابعxهر چه در اعداد مثبت مقدارهاي. كاهش است

و نزول ميزاناين به معناي آن است. است ولي از لحاظ اندازه بزرگتر مي شودهمچنان منفي  كاهش

. تابع مرتبا در حال افزايش است

y

t

فعاليت
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xy براي تابع:مثال ] كه دامنه آن بازه= است داريم0,∞(
x

y
2

مقدار مشتق مثبت است،.′=1

و اين به معناي آنxتابع همواره در حال افزايش است ولي با افزايش پس   مقدار مشتق كم مي شود

. افزايش تابع در حال كم شدن استشدتاست كه

 شدتت اما نمودار بالا نيز اين مطلب را به خوبي نشان مي دهد كه اگرچه تابع در حال افزايش اس

.افزايش در حال كاهش است

تابع:مثال
x

y )را روي بازه=1 2مشتق اين تابع به صورت. در نظر مي گيريم0,∞(
1
x

y  است′=−

هاي نزديك صفر مقدارxبراي. پس اين تابع همواره نزولي است.و مقدار آن همواره منفي است

هاي نزديك صفر تابع به شدت در حالxمشتق از لحاظ قدر مطلق بسيار بزرگ است، يعني براي 

شxولي براي. نزول است و بسيار كوچك مي ود، يعني تابع در حال هاي بزرگ مقدار مشتق منفي

.نمودار تابع اين حقيقت را به خوبي نشان مي دهد. نزول است ولي بسيار آهسته نزول مي كند

 به معناي آن است كه تابع در بازهمثبت بودن مشتق يك تابع در يك

آنبازهآن و اندازه مشتق در نقاط  نشان مي دهد بازه صعودي است

. صعود تابع در آن نقاط چقدر استشدت

 به معناي آن است كه تابع در بازهمنفي بودن مشتق يك تابع در يك

و اندازه مشتق در نقاط آن بازهآن  نشان مي دهد بازه نزولي است

. نزول تابع در آن نقاط چقدر استشدت
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)(2 داراي مساحتr دايره به شعاع.مساحت يك دايره تابعي از شعاع آن است rrS π=است .

را2گر دايره اي به شعاعا.1 و شعاع آن  سانتي متر افزايش دهيم، مساحتh سانتي متر داشته باشيم

؟) به دست مي آيدhبر حسب(آن چقدر افزايش مي يابد

 اين مقدار را آهنگ تغييرات متوسط نسبت افزايش مساحت دايره به افزايش شعاع چقدر است؟.2

. مي نامندh+2و2مساحت دايره بين دو شعاع

 را به صفر نزديك مي كنيمh وقتيh+2و2آهنگ تغييرات متوسط مساحت دايره بين دو شعاع.3

2نگ تغييرات مساحت دايره به شعاع آن، در شعاع به چه عدي نزديك مي شود؟ اين عدد را آه

.سانتي متر مي نامند

 چه رابطه اي دارد؟rS)(آهنگ تغييرات مساحت دايره به شعاع آن، با مشتق.4

و اين تابr تابعي از كميت ديگري مانندAاگر كميتي مانند  نشان دهيم،rA)(ع را به صورت باشد

 ايجاد مي كند؟ نسبتA چه مقدار تغييرات درrيك سوال مهم اين است كه تغييرات در مقدار

 قدر است؟چr به افزايش مقدارrA)(افزايش مقدار

ن را0r برابرrاگر مقدار كميت آ و )( ازA واحد افزايش دهيم، مقدارh باشد 0rAبه )( 0 hrA +

و نسبت افزايش مقدار  برابر است باr به افزايش مقدارAتغيير مي كند

h
rAhrA )()( 00 −+

hrو0r در دو مقدارr به كميتAاين كسر را آهنگ تغييرات متوسط كميت  حد اين. مي نامند0+

0rr درr به كميتAرا آهنگ تغييرات كميتh=0كسر در  مي نامند كه همان مشتق تابع=

)(rA0 درrاست .

با. از محيط آن استمساحت هر دايره اي تابعي:مثال  نشانPو محيط را باS اگر مساحت را

2

h

فعاليت
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2 دهيم داريم

4
1)( PPS
π

 آهنگ تغييرات مساحت دايره نسبت به محيط آن براي دايره اي به محيط.=

π33( برابر است با( πS PPS از آنجا كه.′
π2
1)( ، خواهيم داشت′=

2
3)3( =′ πS.

با.هزينه ساخت هر برجي تابعي از ارتفاع آن برج است:مثال نشانwو ارتفاع را باC هزينه را

و فرض كنيد تابع .نموداري به شكل زير داشته باشدwC)(مي دهيم

 در نقطهwC)( همان شيب خط مماس بر نمودار تابع0w در ارتفاعw نسبت بهCآهنگ تغييرات

كه اندازه اين شيب نشان مي دهد كه براي اضافه كردن يك واحد به ارتفاع برج. است0wبه طول ي

. تقريبا چقدر بايد هزينه شود است،0wارتفاع آن

، شيب خط مماس كم است، يعني هزينه بالا بردن0wهمان طور كه ديده مي شود براي مقدارهاي كم

زبرج شيب خط مماس زياد مي شود، يعني هر چه0wولي با زياد شدن. اد نيستي از ارتفاعهاي پايين

.ارتفاع برج بالاتر مي رود هزينه اضافه كردن ارتفاع برج هم بالاتر مي رود

آن.1 به واحد8آهنگ تغييرات مساحت يك مربع را نسبت به محيط آن براي مربعي كه محيط است

.دست آوريد

آن.2  واحد است4آهنگ تغييرات محيط يك مربع را نسبت به مساحت آن براي مربعي كه مساحت

.به دست آوريد

 آهنگ تغييرات مكان متحركي كه روي يك محور حركت مي كند نسبت به زمان چه معنايي دارد؟.3

w

0w
w

C

تمرين در كلاس
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 دايره را نسبت به مساحت آن آهنگ تغييرات محيط. محيط هر دايره اي تابعي از مساحت آن است.1

. حساب كنيدπبراي دايره اي به مساحت

 سانتي متر4هر ثانيه. شروع به باد شدن مي كندt=0توسط تلمبه اي در لحظه بادكنكي كروي.2

ك. مكعب هوا وارد بادكنك مي شود  π4500ند حداكثر حجمي كه اين بادكنك تحمل مي

.سانتي متر مكعب است

 آهنگ تغييرات شعاع بادكنك نسبت به زمان در هر لحظه چقدر است؟) الف

 آهنگ تغييرات مساحت سطح بادكنك نسبت به زمان در هر لحظه چقدر است؟)ب

درچق) در هر مقداري از سطح بادكنك(آهنگ تغييرات شعاع بادكنك نسبت به سطح بادكنك)ج

 است؟

در آخرين لحظه كه بادكنك مي تركد، آهنگ تغييرات سطح بادكنك نسبت به شعاع بادكنك چقدر)د

 است؟

كه ترمز مي كند تاt=0 است در لحظه ماشيني كه با سرعتي ثابت در حال حركت.3  اين

فرض. نشان مي دهيمs را با فاصله مكان ماشين از نقطه اي كه ترمز گرفته است. مي شود متوقف

از) بر حسب متر(sكنيد 2به صورت) بر حسب ثانيه(tبه عنوان تابعي
2
525)( ttts . باشد=−

و دامنه اعتبار آن را مشخصرts)(نمودار) الف . كنيدا رسم كنيد

 سرعت ماشين در لحظه شروع ترمز چقدر بوده است؟)ب

 سرعت ماشين پس از چند ثانيه صفر مي شود؟)ج

 ماشين از شروع ترمز چند متر را طي مي كند تامتوقف شود؟)د

علي موقع رفتن به مدرسه. مدرسه علي در انتهاي خياباني است كه خانه علي در آن خيابان است.4

براي ديدن مغازه ها بايستد يا به عقب برگردد يا براي به موقع رسيدند يا بدود يا راه بروممكن است 

. نمودار حركت يكي از روزهايي كه علي به مدرسه رفته است به شكل زير است.دسوار ماشين شو

و واحد مكان را .متر در نظر بگيريد100واحد زمان را دقيقه

مسائل
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. به اين نمودار به سوالات زير پاسخ بگوييدبا توجه.

و چقدر طول كشيده است تا علي به مدرسه برسد؟) الف  فاصله مدرسه علي تا خانه او چقدر است

 در دو دقيقه اول حركت سرعت حركت علي چقدر بوده است؟)ب

 در دو دقيقه دوم حركت احتمالا علي چكار مي كرده است؟)ج

و در چه جهتي حركت مي كرده است؟ در حال دويدنع5و4در دقايق بين)د لي با چه سرعتي

 بوده است يا راه رفتن؟

و احتمالا چه مي كرده است؟7و5در دقايق بين)ه  علي كجا بوده

و احتمالا علي چه عملي انجام داده9و7در بين دقايق)و  حدودا سرعت حركت او چقدر بوده است

 است؟

و احتمالا چه مي كرده است؟لي كجا بوده استع10و9بين دقايق)ز

 مشتق توابع مثلثاتي
ttyها به صورتxمتحركي روي محور تابع حركت اگر sin)(  باشد، اين متحرك يك حركت=

و عقب و مرتبا به جلو وبي سرعت اين متحرك نيز حالت تنا. حركت مي كند تناوبي حول مبدا دارد

و تغيير جهت است و مرتبا در حال افزايش كاهش براي تشخيص چگونگي سرعت. خواهد داشت

. را محاسبه كنيمxsinاين متحرك بايد مشتق تابع 

xxhxh

h
h

hxh

h
xhxx

hh

hh

coscos1)
2

cos(

2

2
sin

)
2

cos(
2

sin2sin)sin()(sin

limlim

limlim

00

00

=×=+=

+
=−+=′

→→

→→

(به كمك تساوي
2

sin(cos xx −= πمي توانيم مشتق تابع xcosنيز محاسبه كنيم را .

xxxxx sin)
2

cos())
2

sin(())
2

(sin()(cos −=−−=′−−=′−=′ πππ

) متر100(

)دقيقه(
2 4 5 7 9 10

3

t

l

1
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.به شكل زير استدر هر نقطه از دامنه اشxtanنشان دهيد مشتق تابع.1

x
x

x 2
2 tan1

cos
1)(tan +==′

.به شكل زير استدر هر نقطه از دامنه اشxcotنشان دهيد مشتق تابع.2

)cot1(
sin

1)(cot 2
2 x
x

x +−=−=′

آندو مثلثي ساخته ايم كه طول.3 و زاويه بين آنها را مقدار متغير4و3 ضلع  قرارα است

. مي دهيم

به)الف . به دست آوريد0α را در زاويهαآهنگ تغييرات مساحت اين مثلث نسبت

و معناي آن چيست؟)ب  در كدام زاويه ها آهنگ تغييرات منفي است

و معناي آن چيست؟)ج  در كدام زاويه ها آهنگ تغييرات مثبت است

و در اين زاويه مساحت مثلث به دست آمده چه ويژگي)د در كدام زاويه آهنگ تغييرات صفر است

 دارد؟

)cos1(sin)(مشتق تابع: مثال xxxy . حساب مي كنيم را=+

xxxxxxx
xxxxxy

22 sincoscos)sin(sin)cos1(cos
)cos1(sin)cos1()(sin)(

−+=−++=

′+++′=′

مشتق تابع: مثال
xx

xxxy
cossin

sin)(
+

. را حساب مي كنيم=

x
xxxx

x
xxxxxxxxxxxxx

xxxx
xxxxxxxxx

xx
xxxxxxxxxy

2sin1
cossinsin

2sin1
sinsincoscossincoscossinsin

cossin2cossin
sin)sin(cos)cos)(sincos(sin

)cos(sin
sin)cos(sin)cos(sin)sin()(

2

222

22

2

+
++=

+
+−+++=

++
−−++=

+
′+−+′

=′

3

4
α

تمرين در كلاس
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.مشتق توابع زير را حساب كنيد.1

xxy) الف 3sin)( )ب=
2

tan)( xxxy xxy)ج= 2sin)( 3=

)د
x
xxy sin)( )ه=

x
xxy

tan1
tan)(
+

)و=
x
xxxy 2

22

cos1
sin)(

+
−=

xyتابع مشتق.2 cos=را مستقيما از طريق تعريف به دست آوريد .

xy نمودار تابع.3 sin=زاويه خط مماس بر نمودار تابع نسبت( با چه زاويه اي از مبدا مي گذرد

 با چه زاويه اي از مبدا مي گذرد؟xtan؟ نمودار تابع)هاxبه محور

xxyدر چه نقاطي خط مماس بر نمودار تابع.4 3sin)( .ها استx موازي محور=

xxxyآيا مي توان بر نمودار تابع.5 cossin)( 13 خط مماسي رسم كرد كه با خط=+ −= xy

 موازي باشد؟

خط.6 =+2در mxy،mچه مقدارهايي مي تواند داشته باشد تا بتوان بر نمودار تابع 

xxy 3tan)( . خط مماسي رسم كرد كه با آن موازي باشد=

ttxها به صورتx روي محور تابع حركت متحركي.7 2sin21)( چگونگي حركت اين. است=+

ها اين متحرك ايست آني دارد؟ در چهxدر چه نقاطي روي محور. متحرك را توصيف كنيد

و مقدار اين سرعت چقدر است؟  نقاطي اين متحرك بيشترين سرعت را دارد

و توابع مركب  مشتق تابع وارون

و سوم قرينه يكديگرند، پس مماسهاي بر اين و وارون آن نسبت به نيمساز ربع اول نمودار يك تابع

و شيبهاي آنها رابطه مشخصي با هم خواهند يافت . دو نمودار در نقاط متناظر نيز قرينه هم خواهند بود

ح .التي خاص اين رابطه را جستجو مي كنيمبراي يافتن اين رابطه در فعاليت زير در

مسائل

حل يك مسئله

و وارون آن چه رابطه اي با هموارونپذيرمشتق يك تابع
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)(1تابع −= xxf1,( روي دامنه[ و صعودي است∞  تابعxf)(وارون. تعريف شده است

1)( 2 += xxg0,( با دامنه[ . است∞

كنم.1 و ودارهاي اين دو تابع را رسم  رويB)5,1(و نقطهf روي نمودارA)1,5(نقطهنيد

. را مشخص كنيدg نمودار

و.2 وضعيت خطهاي مماس بر نمودارهاي اين دو تابع در اين نقاط نسبت به نيمساز ربع اول

 خط مماس چه رابطه اي با هم دارند؟سوم چگونه است؟ شيب هاي اين دو

 چه حدسي مي زنيد؟ حدس خود را ثابت آيا براي نقاط ديگر هم چنين رابطه اي وجود دارد؟.3

.كنيد

و وارون آن را باxf)(فرض كنيد و مشتق پذير باشد فرض كنيد. نشان دهيمxg)( تابعي وارون پذير

),( baAنقطه اي از نمودار fباشد )baf ),(، در اين صورت))(= abBنقطه اي از نمودار g

.خواهد بود كه در شكل زير نمايش داده شده اند

و سوم استf قرينه نمودارgنمودار اين نكته باعث مي شود خط مماس. نسبت به نيمساز ربع اول

),( در نقطهgبر نمودار abBنيز قرينه خط مماس بر نمودار fدر نقطه ),( baAفصل دومدر. شود

خطشيبهايديديم كه  خط. وارون يكديگرند اين دو af)(اما شيبهاي اين دو  هستند،′bg)(و′

 بنابراين

))((
1

)(
1)(

bgfaf
bg

′
=

′
=′

A

B

a

a

)(xf

)(xg

فعاليت
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)(0اين نتيجه نشان مي دهد كه بايد  ≠′ af.

)(0اگر =′ af،ط مماس بر نمودارخfدر نقطه ),( baAموازي محور xو در نتيجه ها خواهد بود

),( در نقطهgخط مماس بر نمودار abBموازي محور yكهها خواهد بود كه به معنا gي آن است

. به طور كلي قضيه زير برقرار است. مشتق پذير نيستbدر

kxxfتابع: مثال )0,(در دامنه)(= و مشتق پذير∞ و وارون پذير و با مشتق ناصفر صعودي  است

kوارون آن تابع xxg  بنابراين. است)(=

k kk xkxkgxgf
xg

11
1

)(
1

))((
1)(

−−
==

′
=′

تابع: مثال
x

xf 1)( و وارون آن خودش است= و مشتق پذير با مشتق ناصفر است . وارون پذير

 بنابراين بايد داشته باشيم
))((

1)(
xff

xf
′

.درستي اين تساوي را بررسي مي كنيم.′=

2
22

)1(

1))((,1)( x

x

xff
x

xf −=−=′−=′

در بسياري از موارد تابع وارون ممكن است قابل محاسبه نباشد اما مشتق آن را مي توانيم با استفاده از

.اين فرمول حساب كنيم

1.xxg 1sin)( xxf وارون تابع=− sin)(  را به فاصلهf است كه دامنه=



−

2
,

2
ππمحدود 

] فاصلهgدامنه. كرده ايم  ثابت كنيد براي،به كمك فرمول مشتق تابع وارون. است−1,1[

xداريم−)1,1(هاي در فاصله :

2
1

1

1)(sin
x

x
−

=′−

 چگونه است؟−x1sin وضعيت مشتق پذيريx=±1در نقاط

و مشتق پذير باfاگر و وارون تابعي وارون پذير  مشتق ناصفر باشد

و نيزg باشد، در اين صورتgآن تابع  مشتق پذير است

))((
1)(
xgf

xg
′

=′

تمرين در كلاس
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2.xxg 1cos)( xxf وارون تابع=− cos)( ] را به فاصلهf است كه دامنه= ]π,0محدود 

] فاصلهgدامنه. كرده ايم به كمك فرمول مشتق تابع وارون، ثابت كنيد براي. است−1,1[

xداريم−)1,1(هاي در فاصله :

2
1

1

1)(cos
x

x
−

−=′−

 چگونه است؟−x1cos وضعيت مشتق پذيريx=±1در نقاط

3.xxg 1tan)( xxf وارون تابع=− tan)( ( را به فاصلهf است كه دامنه=
2

,
2

( ππ
−

هر. استRI كلgدامنه. محدود كرده ايم به كمك فرمول مشتق تابع وارون، ثابت كنيد براي

xمقدار

: داريم

2
1

1
1)(tan
x

x
+

=′−

xxxfمشتق تابع:مثال 11 cossin)( −− . را حساب مي كنيم=+

0
1

1

1

1)(
22

=
−

−+
−

=′
xx

xf

 قبلا در فصل سوم. ثابت است،صفر شدن مشتق اين تابع در همه نقاط به معناي آن است كه اين تابع

 ديديم كه

2
cossin 11 π=+ −− xx

xxxxfمشتق تابع:مثال 1sin)sin()( . را حساب مي كنيم=+−

2
1

11

1

sinsin)cos1(

))(sinsin(sin)sin()(

x

xxxx

xxxxxxxf

−

+++=

′++′+=′

−

−−

gf، دو تابع صعودي باشندgوfاگر oاگر سرعت صعود.نيز تابعي صعودي استgدر نقطه اي 

1)(يعني،(1m برابرaمانند agm 2m برابرag)( در نقطهfو سرعت صعود)=′

2))((يعني،( agfm gfباشد، سرعت صعود)=′ oدر نقطه aچه خواهد بود؟ به عبارت ديگر چه 

))((و′ag)(رابطه اي بين agf )()(و′ agf ′oوجود دارد؟ براي داشتن يك حدس مناسب بهتر 

.است چند مثال را بررسي كنيم
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xmxfبراي دو تابع.1 1)( xmxgو= 2)( ))((، تابع= xgfو با محاسبه و′xg)( را محاسبه كنيد

))(( xgf )()(و′ xgf ′oبررسي كنيد كه چه رابطه اي بين آنها وجود دارد ،.

xmxgوxf)(براي تابع دلخواه.2 2)( ))((، تابع= xgfو با محاسبه و′xg)( را محاسبه كنيد

))(( xgf )()(و′ xgf ′oبررسي كنيد كه چه رابطه اي بين آنها وجود دارد ،.

)(3براي تابع.3 xxf ))((، تابعxg)(و تابع دلخواه= xgfو با محاسبه و′xg)( را محاسبه كنيد

))(( xgf )()(و′ xgf ′oبررسي كنيد كه چه رابطه اي بين آنها وجود دارد ،.

gf صعودشدتتمام مثالهاي بالا نشان مي دهند كه oدر نقطه اي مانند aبرابر است با حاصلضرب 

بag)( درf صعودشدت درa درg صعودشدت : عبارت ديگره،

)())(()()( agagfagf ′′=′o

.و قضيه زير برقرار است قابل اثبات استدرستي اين رابطه در حالت كلي

2sinمشتق تابع:مثال xرا حساب مي كنيم .

xxfاگر قرار دهيم sin)( )(2و= xxg sin))(( داريم= 2 xgfx  بنابراين.=

222 cos22cos)())(()(sin xxxxxgxgfx =×=′′=′

. را حساب مي كنيم+x2sin1مشتق تابع:مثال

xxfاگر قرار دهيم xxgو)(= 2sin1)( sin1))(( داريم=+ 2 xgfx  بنابراين.+=

x

xxxx
x

xgxgfx
22

2

sin1

cossincossin2
sin12

1)())(()sin1(
+

=×
+

=′′=′+

21sinمشتق تابع:مثال x+را حساب مي كنيم .

xxfاگر قرار دهيم sin)( )(21و= xxg 1sin))(( داريم=+ 2 xgfx  بنابراين.+=

فعاليت

gf دو تابع مشتق پذير باشند، آنگاهgوfاگر oو نيز مشت ق پذير است

)())(()()( xgxgfxgf ′′=′o
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2

2

2
2

222

1

1cos2
12

11cos

)1(1cos)())(()1(sin

x

xxx
x

x

xxxgxgfx

+

+=×
+

×+=

′+×+=′′=′+

مشتق تابع.1
x

xf 1sin)( . را حساب كنيد=

آن.2 و زاويه بين اين دو ضلع3و1مثلثي ساخته ايم كه طول دو ضلع  است كهα مي باشد

را. راديان استπصفر تا قابل تغيير از . بناميدlطول ضلع سوم

گ علامت آهن. را به دست آوريدαنسبت بهlو آهنگ تغييراتα را بر حسبl) الف

 تغيرات

و چه معنايي دارد؟  چيست

علامت آهنگ. را به دست آوريدlنسبت بهαو آهنگ تغييراتl را بر حسبα)ب

 تغيرات 

و چه معنايي دارد؟  چيست

درآ)ج  چه رابطه اي با هم دارند؟)ب(و) الف(هنگ تغييرات

و تعيين كنيد كه در كدام از نقاط دامنه خود مشتق پذيري.1 مشتق توابع زير را حساب كنيد

.برقرار نيست

) الف
2

2

1
)(

x
xxy
+

)(3cos)ب= ttf 5)ج= tan1)( αα +=g

sin()د
3

(tan)( 12 απα −+=y(211)ه( ttx 22)و=++ 1cos1)( zzk ++=

آيا تابع.2






=

≠=
00

01sin)(
x

x
x

xxfآيا تابع. در صفر مشتق پذير است؟






=

≠=
00

01sin)(
2

x

x
x

xxg

 در صفر مشتق پذير است؟

تمرين در كلاس

مسائل
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و برد تابع.3 )(sinsin)(دامنه 1 xxf و=− و نشان دهيد اين تابع متناوب است  را تعيين كنيد

و مشتق آن را در بقيه نقاط. نمودار آن را رسم كنيد اين تابع در چه نقاطي مشتق ناپذير است

.تعيين كنيد

)(21تابع.4 xxy و از نقطه=+ ),1( را در نظر مي گيريم 2xx خط روي نمودار اين تاب+ ع

x مي ناميم كه تابعي ازα ها راxزاويه اين خط با محور. واصل به مبدا را رسم مي كنيم

 افزايش مي يابد ياx با افزايشα مقدار. را حساب كنيدx نسبت بهα آهنگ تغييرات. است

 كاهش؟

آن.5 و طول ضلع سوم مقدار متغير4و2در مثلثي طول دو ضلع زاويه. مي باشدl مي باشد

. نشان مي دهيمαمقابل به اين ضلع را با

و برد آن را بيابيدα تابعي ازl)الف و دامنه . است اين تابع را محاسبه كنيد

 چه چيزي را نشان مي دهد؟) الف(تابع وارون تابع قسمت)ب

از)ج به، اين تابع را حساب كنيدتساlمساحت اين مثلث تابعي ستدو آهنگ تغييرات آن را

و معناي آن چيست؟ آهنگ تغييرات بهlآهنگ تغييرات به ازاي چه مقدارهاي. آوريد ازاي مثبت است

و معناي آن چيست؟lچه مقدارهاي  صفرlآهنگ تغييرات به ازاي چه مقدار منفي است

و مساحت آن چه ويژگي دارد؟ و مثلث در اين مقدار چگونه است  است

 راα رسم شده است كه كماني به زاويهlدر شكل زير وتري از دايره به شعاع واحد به طول.6

بامساحت قسمت هاشور. از دايره جدا كرده است . نشان مي دهيمS خورده را

. حساب كنيدlرا بر حسبSوl را بر حسبαوαرا بر حسبS) الف

 راSآهنگ تغييراتوl را نسبت بهα آهنگ تغييراتوα را نسبت بهSآهنگ تغييرات)ب

.را حساب كنيدlنسبت به

α
l
S
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)2(2 به نقاط مختلف نمودار تابعA)1,0(از نقطه• −= xyيا. خط رسم مي كنيم آيا نقطه

نقاطي يافت مي شوند كه خط رسم شده بر نمودار اين تابع عمود شود؟ در كدام نقاط 

را اين اتفاق مي افتد؟ . با رسم نمودار اين تابع نشان دهيددرستي محاسبات خود

آن• آن10قيفي به شكل مخروط دوار داريم كه ارتفاع و شعاع قاعده  سانتي متر5 سانتي متر

و در لحظه. است و آب باt=0اين قيف را پر از آب مي كنيم  شير آن را باز مي كنيم

.ج مي شودسرعت دو سانتي متر مكعب در ثانيه از آن خار

با) الف  بهh نشان مي دهيم، حجم آب باقيمانده را برحسبhاگر ارتفاع آب باقيمانده در قيف را

.دست آوريد

و آهنگ تغييراتh)ب  را نسبت به زمان در هر لحظه حسابh را بر حسب زمان به دست آوريد

.كنيد

با)ب  بر حسب زمان، آهنگAبا محاسبه. نشان مي دهيمAسطح آب باقيمانده در قيف را

. را نسبت به زمان در هر لحظه حساب كنيدAتغييرات

. حساب كنيدh در هر مقداري ازh را نسبت بهA، آهنگ تغييراتh بر حسبAمحاسبهبا)ج

ز• . مين قرار دارديك منبع گازوئيل به شكل استوانه در اختيار داريم كه به شكل خوابيده روي

و ارتفاع آن2قطر دايره قاعده آن . متر است3برابر) كه به طور افقي روي زمين است(متر

h
2

3

h

A

تمرينات دوره اي



 دومنسخه-پنجمفصل

٣٥

 سانتي متر بر دقيقه افزايش3 اگر منبع خالي را به گونه اي پر كنيم كه ارتفاع گازوئيل با سرعت ثابت 

 چقدر خواهد بود؟tهر لحظه يابد، سرعت افزايش حجم گازوئيل در


